Matrisler 




Amaglar 

Bu uniteyi gali§tiktan sonrci; 

<Jg> matris kavrammi taniyacak ve bir tablonun bir m de gosterilisi- 

ni yazabileceksiniz, 
<3D> bir matrisin boyutunu taniyip, matrislei ismi ogreneceksiniz, 

uygun matrisler arasinda loplama, garpma ve bir sayi He garpma islemleri 

<gj> ters matris kavramini taniyip, ilk. ters matrisin 

<jg> dogrusal denklem sistemlerinin gozilmlerini matris yontemiyle 

bulabileceksiniz, 

<jg> gesitli e; hilecek ve go- 

ziimlerini matris yonlr ileceksiniz : 



ifindekiler 

• Matris Tanimi, Bir Matrisin Boyutu ve Ozel Tun/en Malrisler 

• Matris ts, 

• Matris islemlerinin Ozellikleri 

• Ters Matris 

" Costerilisi 

• Tanimlar ve yeni kavramlar uzerinde iyi du§unulmeli ve dogru algila- 
maya cah§ilmahdir. 

• Ornekler iyi incelenmelidir. 

• Ogrenciye birakilan sorularda verilenlerin ve bulunmasi istenilenlerin 
neler oldugu iyi ayirt edilmelidir. 

• (^ah§irken mutlaka kagit ve kalem kullanilmahdir ve ah§tirma sonuqla- 
ri coziilerek bulunmahdir. 

Giri§ 

Bu unitenin isler cebiri ve uygulamalandir. Daha agik ifade edecek 

olursak; bu it tipi ya da boyutu, matrisler arasinda 

mleri gibi ko- 
nular ele ahnacaktir. Uygulamada onemli yeri olan ten, iigi ve hesap- 

lanmasina iliskin bazi yontemler uzerinde dn Uililn bu gerekli kav- 

ramlarin verilmesinden sonra, matrislerin uyg iui gusteren 

tiirden ornekler verilecektir. Bu tiir o uklem sistem- 

lerinin matris gosterimleriyle ifade edilisleri ve cozumlerinin irdelenmesi gelir. 
Matris gosterimleriyle verilen bir dogrusal denklem sisteminin gozumil yapilma- 
dan, coziimun varhgi, varsa lebilir; coziim varsa, gozumiin hulun 

masini kolayla§tiran matris yontemler verilebilir. Birgok ekonomik iliskiler bir 

'in matema- 
tiksel olarak . rislerin onemli bir yeri vardir. Ueride verecegi- 

miz ornekler bit uiieini daha iyi agiklayacaktir. 



MATRIS TANIMI, BIR MATRISIN BOYUTU VE OZEL 
TURDEN MATRiSLER 

Bu kesimde amaqlanan, tablolann rnatris olarak gosterili§i, mat- 
ris terminolojisinin tanitilmasi; kare, satir, siitun, birim matrisler, 
bir matrisin devrigi, matris esitligi kavramlartnin agiklanmasidir. 

Once "matris nedir?" sorusuna yamt arayahm. Giinliik yasantimizda sayilann, 
degiskenlerin veya parametrelerin olus.turdugu cesitli tablolar yapmaya ihtiyac du- 
yanz. Ornegin, bir fabrikanm tirettigi, diyelim ki be§ tur malm ilk alti ayhk iiretim 
miktarlannin aylara gore dokumiinun verilmesi istenirse, bunu gostermenin bir 
yolu beg satir ve alti siitundan olu§an bir tablo hazirlamaktir. Satirlann kar§isina 
mal cegitlerini, siitunlann tepesine de aylar yazihrsa, bir satir ile bir siitun kesisti- 
gi yere de o ay icinde tiretilen o malin miktan yazilabilir. Bu tabloya fabrikanm 
ilk alt aylik iiretim tablosu denildigi gibi iiretim matrisi de denir. A§agidaki orne- 
gi inceleyiniz. 

Bir giyim atolyesinde tiretilen mallarm yilin ilk ayi icindeki iiretim miktarlan 
asagidaki tablo ile verilmistir. 
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Haziran 
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/ 250 
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200 


100 \ 


Pantolon 


300 


250 


175 


300 


250 
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Yelek 


100 


75 


75 


50 


25 





Gomlek 


350 


400 


350 


300 


325 


350 



Kravat \ 500 450 400 375 250 150 ' 

Be§ satir, alti siitundan olusan bu tablo, hangi malm hangi ay ne miktarda iire- 
tildigini gostermektedir. Kisa bir ifadeyle, atolyenin ilk alt aylik uretim tablosu 
veya iiretim matrisidir. 

Sayilann, degi§kenlerin veya parametrelerin olugturdugu dikdortgen bu 
bir tabloya bir matris denir. 

Bir matrisi olusmran nesnelere o matrisin elemanlari ya da ogeleri adi ve- 
rilir. Yatay cizgiler iizerinde yer alan matris elemanlarma matrisin sattrlari, diigey 
cizgiler uzerinde yer alan matris elemanlarma matrisin siitunlari denir. Bir mat- 
ris, satir sayisi ve siitun sayisi ile ifade edilir. m sayida satin, n sayida stitunu olan 
bir matris icin mxn ye matrisin boyutu ya da mertebesi denir. Bir matrisin bo- 
yutu yazihrken daima once satir sayisi sonra da siitun sayisi yazilir. Eger satir sa- 
yisi siitun sayisina e§it ise, bu tiir bir matrise kare matris denir. Boyutu nxn 
olan bir matris, kisaca n- yinci mertebeden kare matris diye de ifade edilebilir. 
Bir matrisin m sayida satin ve bir tek siituna varsa, yani matrisin boyutu mxl ise, 
boyle bir matrise siitun matris ya da bir siitun vektor denir. Bir tek satin ve n 
sayida stitunu, yani mertebesi lxn olan bir matrise de satir matris ya da bir 
satir vektor denir. 

Bir matrisin satirlan ve siitunlari normal parantez ( ) veya ko§eli parantez [ ] 
biciminde cizgiler arasina yazilir ve matrisin boyutu da parantezin sag alt kosesi- 
ne yazilarak gosterilir. Bu kitapta matrisler icin ( ) gosterimini kullanacagiz. 



Asagida cegitli boyutlardaki matrisler icin birer ornek verilmistir. 



1-3 7 4 

\ 0,5 V2 -8 1 



2 a? 4 boyutunda bir matris 



i mertebeden kare matris 



Satir matris (satir vektor) 



Siitun matris (siitun vektor) 



Matrisler, A, B, C, ... , X, Y gibi buyuk harfler ile onlarm ogeleri de kiicuk 
harfler ile gosterilirler. Boyutu mxn olan genel bir matrisin / -yinci satin ile 
j -yinci siitunun kesi§tigi yerdeki elemam <% olarak yazilir. Boylece A matrisi 
A = (<%) mx „ biciminde temsil edilebilir (Bu tiir yazihglarda, yani bir matrisin bo- 
yutunun yazilismda olsun veya bir elemamn konumunun gosterilismde olsun, da- 
ima satir sayisi ya da numarasi siitun sayismdan ya da numarasmdan once yazi- 
lir). G6sterili§i A = (a^) mxn olan m satir, n siitundan olujan genel bir A matrisi, 
elamanlannm konumlan acik gosterilecek gekilde ajagidaki bicimde yazilabilir: 



a mn I 



<r- i -inci satir 



T t t 

Iki matrisin boyutlan ve ayni konumdaki tiim elemanlan esit ise bu iki matri- 
se e§it matrisler denir. O halde, A = (fl,y) mxn ve B = (b i j) rxs matrislerinin e§it ol- 
masi icin gerekli ve yeterli kosul m = r, n = s ve her i, j icin a ; = b { , olmasidir. 



matrisine esit 



e olmahdir? 



A matris ile B r 

y = 3, z = 8 olmahdir 



boyutlan aym oldugundan, A = B olmasi icin x = 5, 



i n m i 



D = { 2 3 O-l). 



E-{-A) 



matrisleri veriliyor. Bu matrislerin boyutlartni, elenian sayilartni ve a 2 4 , 
b 32 > c si ' ^14 > e n elemanlarini bulunuz. 
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n- yinci mertebeden bir A = (_a tJ - ) kare matrisinde a n , a 22 , a^ , ... , a nn 
elemanlanna kisaca matrisin ko§egen elemanlari denir. 

Eger bir kare matrisin kosegen elemanlannin hepsi 1 ve diger turn eleman- 
lari ise, boyle bir matrise bir birim matris denir. n- yinci merteben bir birim 



; icin 



«,-( ' l = J | 






^7 



[i,j-l,2,...,n) 



dir. Her mertebeden birim matris vardir ve mertebesi 
nel olarak, I n simgesiyle gosterilir. 










V 1 / 

matrislerinden birincisi 2 ci mertebeden, ikincisi de 3 cii mertebeden birim 
matrislerdir. 

Bir A = (a i j) nmn matrisi icin A nin devrigi (transpozesi) diye adlandinlan 
ve A T = (a' i j) nxm ile gosterilen matris, boyutu nxm olan ve fl',y= fly,- olarak 
tammlanan matristir. Bir ba§ka ifade ile, A nin satirlanni stitun, siitunlarim da satir 
yaparak elde edilen matrise A nin devrigi denir ve bu yeni matris A T ile gos- 
terilir. Ornegin, 



«31 «32 «33 «34 



devrigi, boyutu 4x3 ola 



tirlanm siitun kabul eden 



51 a 32 a 33 
\ «'41 «'42 a'iA I 



«21 «31 1 
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matrislerinin devriklerini bulunuz. 
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lllillliL 



I V3 1 - 3/2 I 
sonucunu bulunuz. 



Dgeleri icin 2fl 13 - 3a 21 2 - 4a 25 igleminin 



2. ,4 = 

I J 2- ' 

ne olmalidir? 



matrislerinin e§it olmalan icin x, j, z degerleri 



3. Ogeleri , 
olan kare r 



11 x y 
-2 1 z 
3 4 5/ 
bulunuz ve A matrisini yeniden yaziniz. 



i icin A = A T ise, A matrisinin bilinmeyen ogelerini 



MATRIS l§LEMLERI 

Bu kesimde matris toplamasi, cikarmasi, sayi ile carpimi ve matris carpimi i§lem- 
lerini taniyacak ve bu igreneceksiniz. 

Matris Toplami 

A = {a i j) mxn ve B = (b i p mxn aym tipten iki matris olsunlar. Ogeleri c« = a, :/ + b,; 7 
(i = 1,2, ...m ; j = 1,2,... ,«) olan C = (c i j) mxn matrisine Ave B matrislerinin top- 
lami denir ve bu matris C = A + B §eklinde gosterilir. Bu durumda A ve B mat- 
rislerine toplanabilir matrisler adi verilir. 
Aciktir ki, 

/ a n a i2 ... a ln \ ( b n bn ... b ln \ 

1 bl2 ■■■ &2k 



A + B = 



J u 



/ flll+foll «12 + fol2 

«21 + ^21 a 2 2 + b22 



2n+b 2n 



\ a ml +b ml a m2 +b m2 . . . a mn +b mn / 
trislerinin A - B farki da benzer §ekilde tammlanir. 



-17 4 



\Q 4 5 ' 
bulunuz. 



matrisleri iqin A + B , A - B matris lerini 
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Sayi lie Carpma 

Bir matrisin bir sayi ile carpimi, o matrisin elemanlarimn konumlanm boz- 
madan, tiim elemanlann verilen sayi ile carpimiyla olu§turulan matristir. Yani k 
bir sayi ve A = (fl,y) mx „ verilen bir matris ise, k ile A mn fe4 ile gosterilen sayi 
ile carpimi fe4 = (ka i j) mxn olarak tanimlanan matristir. 



igin kA tnatrisini bulunuz. 
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/ Ocak 1999 tarihinde peynir, et, §eker fiyatlari milyon TL/kg olarak F 
matrisiyle veriliyor. 



Enflasyonun her ytl %30 oraninda artacagini varsayarak, 3 ytl 
sonra 1 Ocak 2002 tarihindeki peynir, et, §eker fiyatlanni temsil eden 
sutun matrisi bulunuz. 



1. yil sonunda F 1 = F + 0,30 F = 1,30 F 

2. yil sonunda F 2 = F 1 + 0,30 F x = 1,30 F 1 = 1,30 (1,30 F) = (1,30) 2 F 

3. yil sonunda F i = F 2 + 0,30 F 2 = 1,30 F 2 = 1,30 (1,30) 2 F = (1,30) 3 F 
olur. Boylece aramlan n 



1,5 



F 5 = (l,30) 3 F= 2,197 2,5 



yani 3 yil sonraki fly; 

2,197.1,5 \ 
2,197.2,5 
2,197.0,4 / 



olarak bulunur. 
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Bir ^4 matrisi igin (- 1) A = - A olarak gosterilir. Sozgelisi, 6. Ornekteki A 
matrisi igin 



mm 



matrisleri ve k = -1 saytsi veriliyor. 





A + 


kB matrisini bulunuz. 
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Turn elemanlan sifir olan bir 
matris vardir ve genel olarak sifir 
matrisi icin A - A = O dir. 



sifir matris denir. Her mertebeden sifir 
O simgesiyle gosterilir. Aciktir ki, her A 



Bir A matrisi iqin A = - A ise, A nin sifir matris oldugunu gosteriniz. 


































A 




bir 




latris olsun. A 




- A ise, bu 




tligin her iki var 


mi / 




matrisi ile 




w 


































Luj 




































A 




O 


























2A = A- 
































A = O 
































oh 


ir. O hale 


e, 


4 


Sifir matristir. 
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iki Vektoriin I5 Carpimi 

A bir satir vektor, B de bir siitun vektor olsun. Eger A ile B nin elemanlan sa- 
yisi esit ise, ^4 mn her bir elemanmm B nin kar§ilik gelen elemani ile carpilip top- 



lanmasiyla elde edilen sayiya A satir vektoriiyle 
mi denir ve bu sayi A . B ile gosterilir. Kisaca 



1 vektoriiniin i£ ^arpi- 



. B= a n b n + a u b 2l + ... + a ln b nl 



vektdrleri iqin 
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Matris £arpimi 

§imdi iki matrisin carpimini tammlamak istiyoruz. iki matrisin toplamimn veya far- 
kinin tanimlanabilmesi icin bunlann boyutlannin e§it olmasi gerektigini biliyoruz. 
Iki matrisin carpimimn tanimlanabilmesi icin de bunlann boyutlan arasinda bir 
iliski olmasi gerekmektedir. Bu iliski sudur: Matrislerin birincisinin siitun sayisi 



ikincisinin satir sayisina e§it olmahdir. Bu ko§ul altmda iki matrisin carpimmi a§a- 
gidaki §ekilde tammlayabiliriz: 

A = («y) mx „ matrisi ile B = (b { p„ xr matrisinin AB ile gosterilen carpimi oyle 
bir C = (Cjj) matrisidir ki, Cnin boyutu mxrdir ve c f elemani A nin z'- yinci satir 
vektorti ile B nin j- yinci stitun vektoriiniin ic carpimidir; yani her i = 1, 2, ... , w 
ve 7 = 1, 2, ... r icin 



c</ = ( a ,i a ,2 



/M 



U,,/ 



r. 

/IB = C carpimimn daha iyi anla§ilmasi icin tanimi biraz gorselle§tirelim: 




matrisleri igin tanimli olan garpimlari belirleyiniz i 
bulunuz. 



garpim matrisleri 
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lilMUl 



B/r konfeksiyon atolyesinde sati§a hazirlanan dort parti giyim egyastnin 
miktarlari E matrisi, bu e§yanin birim fiyatlart da milyon TL olarak F 
matrisi ile veriliyor. Her bir parti malm degerini gosteren siitun matris D 
yi bulunuz. 



Ceket Pantolon Gomlek Kravat 
100 150 250 200 \ 



1 . parti 

2. parti 
3- parti 
4. parti 



/ 80 \ 
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20 
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Kravat 



Her bir parti malin degerini gosteren matris D = EF dir. O halde, 
/ 100 150 250 200 \ 1 80 ] 



75 100 175 175 

125 125 100 100 

' 140 160 300 250 ' 



10 ' 



/ 8000 + 3000 + 3750 + 2000 
6000 + 2000 + 2625 + 1750 
10000 + 2500 + 1500 + 1000 

\ 11200 + 3200 + 4500 + 2500 



16750 

12375 

15000 

\ 21400 / 



1. parti malin degeri 

2. parti " " 

3. parti " " 

4. parti " " 



AUi bgrencinin devam ettigi bir dersin iki ara sinav ve birgenel sinav not- 
lartnin dokilmii S matrisi ile veriliyor. Ara sinavlar %20 ve genel sinav 
%60 agirlikh olduguna gore, dbnetn sonunda bu ogrencilerin ba§ari not- 
lari listesini (matrisini) bulunuz. 
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slitun matrisi olarak alabiliriz. (A yi neden satir matris degilde t 
aldigimizi siz dii§iinunuz). O zaman, ogrencilerin bagan nodan 
cek olursak, B = SA olur. Boylece 
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latrisleri icin ^4 - 25 4 AB 



2. A = (2 3 7) satir vektorii ile , 
bulunuz. 



2 siitun vektoriiniin ig carprmi olan sayiyi 



V 1 -2 I \ 2 1 / ^02' 

a) AB b) A4 c) U^ C 

&) A 2 e)A(B+C) 

matrislerini bulunuz. 

MATRiS i§LEMLERiNIN OZELLJKLERi 

Matris i§lemlerinin sagladigi kitni ozelliklerin tanitilmasi. 

Matris toplamasi, cikarmasi, sayi ile carpimi ve matris carpimma iliskin kimi ozel- 
likler agagida dort grup olarak siralanmistir. Bu gruplarda gee en islemler ifin ve- 
rilen matrislerin uyumlu olduklan, yani iki matrisin toplami soz konusu ise bu 
matrislerin toplanabilir olduklan, carpimlan soz konusu ise carpilabilir olduklan 
kabul edilmistir. Ozelliklerin kamtlanna girilmeyecek, bazilannm orneklerle dog- 
njlanmasiyla yetinilecektir. 

I. i) A + B = B + A Matris toplamasmm degisme ozelligi vardir. 
ii) (A + B) + C = A + (B + C) Matris toplamasmm birlesme veya paran- 

tez kaydirma ozelligi vardir. 
iii) A+ 0= + A = A Sifir matris, matris toplamasmm etkisiz ele- 

manidir. 
iv) A + (- A) = O - A , A matrisinin toplamsal tersidir. 

II. k, k Y , k 2 sayilar 
i) kA = Ak 

ii) (&j + k 2 ) A = ky A + k 2 A 
ii) k(A + B) = kA+ kB 
iii) k x (k 2 A) = C&i k 2 ) A 
iv) k (AB) = (kA) B = A (kB) 

III. i) A (BC) = (AB) C Matris carpiminin birlesme veya parantez 

kaydirma ozelligi vardir. 
ii) A (B + C) = AB + AC Matris carpiminin toplama iizerine dagilma 

ozelligi vardir. 
iii) IA = AI = A (Burada A kare matris degilse, soldaki 

birim matris ile sagdaki birim matrisin mer- 

tebeleri farkhdir.) 

IV. i) (A + B) T =A T +B T 
ii) (A T ) T =A 

iii) (kA) T = kA T 
iv) (AB) T = B T A T 

§imdi yukandaki kimi ozellikleri orneklerle dogrulayahm ve onemlerine 
deginelim. 



mar 
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matrisleri veriliyor. Bu matrisler iqin matris toplam 
ligi I (ii) yi dogrulayiniz. 
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O halde, {A + B) + C = A ■+ 



Matris toplamasimn birlegme ozelliginin onemi sudur: Sonlu sayida toplanabilir 
matris icin parantez kullanmadan bunlar arasina + isareti konularak toplamlan ya- 
zilabilir. Ornegin, A + B + C, ^4 + 5 + C + D yazilishn anlamlidir. £unku bu top- 
lamlar ikili nasil gruplamrsa gruplansin sonug degismeyecektir. 
Genel olarak, matris carpiminin degisme ozelligi yoktur; yani 

AB± BA 

dir. £unku AB c arpimi tammli iken BA tanimli olmayabilir veya tersi (sozgeli- 
§i, A nin boyutu 2x3 ve B nin boyutu 3x4 ise AB c arpimi tanimli BA garpimi 
tammli degildir). Ashnda AB ve BA carpimlannm her ikisi de tanimli olsa bile, 
genelde esMik yoktur. Asagidaki ornek bu durumu aciklamaktadir. 



matrisler igin AB *■ BA oldugunu gdriinuz. 



oldugundan AB ^ BA dir. 



-1 + 4 5 + 14 
-3 + 8 15 + 28 I 
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A ve B carpilabilir matrisler ve bu matrislerden biri sifir matris ise AB carpi- 
minin sifir matris olacagi aciktir. Fakat bunun tersi dogru degildir; yani A * O ve 
B =A O oldugu halde AB = O olabilir. A§agidaki ornegi inceleyiniz. 

matrisleri veriliyor. AB carpiminin sifir matris oldugunu gosteriniz. 



-9 + 9 



27 - 27 
9-9 
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Bu ornek sunu gostermektedir: A ve B gibi iki matris icin ^4_B = O ise A = O 
veya B = O olmak zorunda degildir. Oysa a, b gercel sayilan icin ab = ise 
a = veya b = olmak zorunda oldugunu ammsaymiz. Yine a, fo, c sayilan icin 
ab = ac (a * 0) ise, fc = c dir. Gercel sayilar icin carpmanm kisaltma ozelligi ola- 
rak bilinen bu ozellik de matris carpimi icin genel olarak gecerli degildir. A§agidaki 
ornegi inceleyiniz. 



matrisleri veriliyor. Bu matrisler icin kisaltma kurahnin gecerli olmadigir, 
gosteriniz. 



umm 



, 


, 














, 






, 






■ 


AB = 




3-2 


I" 


| 






*- 9 




2 + 6 














r 
































h 


9 M 3 


7 






I + 


// 




6+ 18' 


h 




;,4 












































I 




3 \ I 1 


1 


I" 


[ 2 




3 






\ / 5 






1 










AC = 










- 
















\ 


6 


9 M 1 


2 


I 6 




9 


6 + 


8 


1 I 15 




24 


1 


























































, AB 


= ^4C dir; fak 


at kis 


altn 


la k 


nrali 


gecer 


i 


degildir. £ 




kii 


/-' 


/ r 








O halde 




ir. 



























Matris carpiminin birlesme ozelligi III(i) nedeniyle carpilabilir matrisler icin 
ABC, ABCD gibi yazilistan anlamli olur. A§agidaki ornek, matris carpiminin birle§- 
me ozelligini dogrulayan bir ornektir. 



IMlilll 



matrisleri icin (AB) C = A (BC) = ABC esitligini dogrulayimz. 



1 I 4 1 ]_ ( 4 1 

2 -3''o 1 2 / \ 8 -1-6 

^45 C /ISC 



(^4J5) C = 



1 



1 



BC ABC 



a(bc) = 



Boylece carpilabilir A, Bve Cmatrisleri icin (AB) C= A (BC) = ^fiC egitligi dog- 
rulanmi§ olur. 



Matris c arpimin birle§me ozelligi, kare bir matrisin pozitif bir kuwetinin 
tammlanmasmi da saglar. A bir kare matris ve n de pozitif bir tarn sayi ise, A nin 
n- yinci kuweti 

A = A.A.A ....A 



olarak tanimlamr. Ozel olarak, A bir kosegen matris 
/ «„ ... 
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/ < o 
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ko§egen matrisinin be§inci kuvvetini bulunuz. 
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T e§itliklerini dogrulayiniz 






































P 


A T A 


5 


5 


) 




*■ 


" 


I 


:i 


















































































































= 


I 








\- 


( 




































{a + b) t 






































1 






l 


1 


1 




















































































































































































-5 




2 


I 


1 


s 




- 


•i i 






























(ab) - 


" 










































-8 


4 


) 


\ 


2 






* ' 




























































































C 




\ 








































A T + B T 


1 


















1 














































> 


A 




j 
































































































\ 
































B A = 




































) 








































































































































oldugunc 


ai 


U 


+ H 


' 


-^ 


+ I 


" 


\ 


e ( / 


B)> = 


/ 


" 


A 


1 e 


gitlikleri 




>lai 


m 


IS ( 


ilur. 



































Si 






-3 



matrisleri veriliyor. Asagidaki matrisleri hesaplayimz. Eger matris i§lemi tanimli 

degilse, neden tanimli olmadigim aciklayiniz. 

a) A + B, b) A - B, c) B + C, d) 3A e) B + C r , 

D4A-2B+ 3C T , g) AB, h) AC, i) 04 + 5) C, j) ^ r C r , 

m) A + X = B olacak sekildeki X matrisini bulunuz. 

n) A + Y= O olacak sekildeki Y matrisini bulunuz. 



-(2 



a) AB matrisini bulunuz. 

b) Bu vektorlerin ic c arpin 



AB = BA = I e§itligini dogrulayimz. 



hesaplaymiz. 

ri veriliyor. 



1 12 

' 3 ' 



/ = 



matrisleri veriliyor. 



AX = XA = I layacak §ekilde bir X matrisi bulunuz. 

5. Bir giyim magazasmm tic ambannda bulunan dort kalem mallannin degerleri, 
milyon TL olarak, a§agidaki D matrisi ile veriliyor. Eger bu magaza, mallanna 
%20 zam yaparsa ambarlanndaki mallann degerlerini temsil eden matris ne olur? 

/ 500 750 900 

650 525 830 

420 640 835 

' 340 590 610 / 

6. A ve B boyutlan aym olan kare matrisler ise, 
(A + B) 2 = A 2 + AB + BA + B 2 

i gosteriniz. 







a) A 


matrisini bulunuz. 


b) AB = BA = I olacak sekildeki B matrisinin 




1 \ 


B = 


o 1/V2 




- 1/5 / 



oldugunu gosteriniz. 



8. Bir sjrket satin almak istegi 90 adet televizyon, 110 adet buzdolabi, 70 adet ca- 
ma§ir makinasi icin dort ayn firmadan fiyat teklifleri aliyor. Firmalarm bu mallar 
if in verdikleri birim fiyatlar, milyon TL olarak, A matrisi ile temsil edilmektedir. 



TV Bd 
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/ 130 180 
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1. firma 


150 175 
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2. firma 
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3. firma 


' 140 200 
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fiyati hangi firma ve 

TERS MATRiS 



Tersi olan kare matrislerin terslerinin bulunmasi. 



A bir kare matris olsun. A ile sagdan ve soldan carpildigmda aym birim matrisi 
veren bir matris varsa, bu matrise A nin tersi denir ve bu matris A 1 ile gos- 
terilir. O halde, A nm tersi A- 1 varsa, 



AA l = A- 1 A = I 



dir. 

§imdi ters matrise iliskin dogrudan tanimdan elde edilebilecek bazi uyanlar ve 
sonuclar siralayalim: 

i) Ancak kare matrislerin tersleri olabilir. Her kare matrisin de tersi yoktur. 
ii) A matrisinin tersi varsa, bu ters matris de kare matristir ve boyutu A nm bo- 

yutu ile aynidir. 
iii) A nin tersi varsa bu ters matris tektir. 
iv) A nin tersi A 1 varsa, A da A 1 in tersidir; yani G4" 1 )" 1 = A dir. 



matrisleri veriliyor. A 1 = B oldugunu 
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LLUU. 



matrisinin tersinin olmadigim gosteriniz. 
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EmMB 



A matrisinin tersi 



tek oldugunu gosteriniz. 



; tersinin varligini kabul edelim. Bunlar B ve C olsunlar. 
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LLiMl 



A ve B aym boyutlu tersleri olan matrisler ise, AB qarpim matrisinin de 
tersinin var oldugunu ve (AB) 1 = B 1 A 1 oldugunu gosteriniz. 



Q 



A ve B aym boyutlu tersleri olan matrisler ise, AB ve B' 1 A' 1 carpimlan da 
tanimhdir. AB = C diyelim. CD = DC = I olacak sekilde bir D matrisi var mi? 
Eger D = 7? _1 A 1 ahrsak aramlan kosullar saglamr. Gercekten, 

CD = (AB) (B l A l ) = ^ (BS- 1 ) A 1 = ,4 (7) A 1 - 04 7) A 1 = A4 1 = 7 
7JC = C73 1 A 1 ) (AB) = B 1 (A 1 A) B = 7J 1 (7) B = B" 1 (773) = B 1 B = 7 



oldugundan C" 1 = D- yani UB)" 1 = B A A 1 dir. 



matrisinin tersini bulunuz. 
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ilkel Satir iflemleri ve Ters Matrisin Hesaplanmasi 

Bir kare matrisin ters anin bircok yontemi vardir. 25. Ornekte 2 nci 

mertebeden bir kare matrisin tersinin nasil bu ai gorduk. Ancak, bu 

yol tic ve daha yukan mertebeden matrislerin terslerinin bulunmasrnda uygun bir 
yol degildir. Ornegin, uciincu mertebeden bir matrisin tersini bulmak icin dokuz 
bilinmeyenli dokuz denklemden olusan bir dogrusal denklem sistemini cozmek 
durumunda kahnz. Bu nedenle, ters matrisi hesaplamamn daha uygun yontemle- 
rini ogrenmeliyiz. Bu yontemlerden biri de Gauss Yontemidir. Gauss Yonteminin 



ne olduguna girmeden once bir matrisin satirlan arasmda tammlanan ilkel satir is- 
lemlerinden soz edelim: 

Dogrusal denklem sistemlerinin cozumlerini arastinrken (11. Unite) iic tiir te- 
mel satir i§leminden soz etmigtik. Aym tiir i§lemler bir matrisin satirlanna uygu- 
landigmda bu islemlere ilkel satir islemleri, elde edilen matrise de verilen mat- 
rise satir esdeger matris denir. §imdi ilkel satir islemlerini gorelim: 

tic tip ilkel satir isjemi vardir: 

I. Matrisin iki satinnin yerlerinin degistirilmesi 

II. Bir satirin sifir olmayan bir sayi ile carpilmasi 

III. Bir satirin bir sayi ile carpilip baska bir satir iizerinde toplanmasi 

Satir iskmleri dogrusal cebirin en onemli araclanndan birisidir. Dogrusal denk- 
lem sistemlerinin cozumlerinin belirlenmesinde ve daha kimi konularda hem ku- 
ramsal hem de uygulama acismdan neredeyse kacimlmazdir. Bu nedenlerden do- 
layi satir iskmlerinin mekanik bir bicime getirilmesi oldukca yararlidir. Oncelikle 
bir matrise satir isjemleri uygulamaktan beklentimizin ne olduguna aciklik getire- 
lim. Amac yapilan isjere gore degismekle birlikte genelde verilen matrisi basa- 
mak bk;imine getirmek cogu problem icin yeterlidir. §imdi basamak matrisin ne 
oldugunu tanimlayahm. Eger verilen bir matriste her satirin sifirdan farkli ilk oge- 
si bir ve bu birin oldugu stitunda birden sonra gelen ogeler sifir ise boyle bir 
rise basamak bi^iminde (ya da esolon bi9imde) bir matris denir. A§agida or 
nek olarak gosterilen matris 'licimdedir. 
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LiiMl. 



Yukandaki orneklerden kolayca anlagilacagi gibi oncelikle her satirin ilk oge- 
sine bakiyoruz, eger bu oge bir ise birin altindaki ogenin sifir olup olmadigini de- 
netliyoruz. §imdi verilen bir matrisin sistematik bir sekilde bu bicime nasil getiri- 
lecegini gorelim. Basamak bicimin tanimindan da anlagilacagi gibi oncelikle, eger 
birinci satirin birinci ogesi sifirdan farkli ise bu ogeyle birinci satir boliinur. Eger 
birinci satirin birinci ogesi sifir ise, birinci satir, birinci ogesi sifirdan farkli olan 
herhangi bir satir ile degistirilip yukandaki iskm uygulamr. Daha sonra birinci sa- 
tir i > 2 icin i- yinci satirin ilk ogesi a nin toplamsal tersi - a ile carpilip i- yinci 
satir iizerine toplamp, birin altinda kalan ogeler sifir yapilir. Bu sayede basamak 
bicim icin birinci satirin gerceklesmesi gereken ko§ul saglanmis olur. Daha sonra 
aym iglem ikinci ve daha sonraki satirlara uygulamr. Boylece verilen i 
samak bicimine getirmi§ oluruz. §imdi bir ornekle uygulamayi gorelin 



f 1 3 ■ 



14 matrisini basamak biqimine getiriniz. 

1-2 1 1 ' 
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a n = 1 oldugundan ikinci ve iiciincii satinn birinci ogelerini sifir 
yapmahyiz. ikinci satinn ilk ogesi sifirdir. Uciincii satinn ilk ogesini 
sifir yapmak icin birinci satir 2 ile carpihp uciincii satira eklenir. 
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ikinci satinn ikinci ogesi 1 oldugundan, iiciincii satinn ikinci ogesi 
sifir yapilmahdir. Bunun icin ikinci satir -7 ile carpihp iiciincii 
satira eklenir. 
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Uciincii satinn iiciincii ogesini bir yapmak icin uciincii satinn her 
1 ogesini iiciincii satinn iiciincii ogesi olan -29 sayisina boldiik. 
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Apacik olarak bu s 


on elde ettigimiz matris basamak bicimindedir 









UiUMU 



matrisini basamak bigimine getirelim. 



I 4 1 -2 \ ilk satinn ilk elemani 1 olmadigi icin bu satinn her elemanim 4 e 
I ., „ bolelim. 



1 1/4 -2/4 \ ikinci satinn birinci ogesini sifir yapmak icin birinci satinn 
, _, q ) - 3 katini ikinci satira ekleyelim. 
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1 1/4 -1/2 \ ikinci satinn ikinci ogesini 1 yapmak icin ikin 
-7/4 3/2 ' ogesini - 4/7 ile carpahm. 
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LiiMl. 



Son bir ornek daha A = 



matrisini basamak biqimine getirelim. 
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Birinci satirm birinci ogesi sifir oldugu icin bu satinn ilk oges 
sifirdan farkli olan ikinci satir ile yer degigtirelim. 
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Ilk satinn ilk ogesini 1 yapmak icin birinci satin -2 ye bolelir 
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Eger bir A kare matrisi A nm satirlanna uygulanan ilkel satir iskmleri sonucun- 
da birim matrise donugtiiriilebiliyorsa, bir ba§ka ifadeyle A matrisi birim matris / 
ya satir esdeger ise, A matrisinin tersi vardir. Bunun icin, A ile / a§agida oldugu 
gibi yan yana yazilir ve elde edilen 



U: /) 



LLiliL 



blok matrisine ilkel satir i§lemleri uygulanirsa, A nm yerinde birim matris olu§tu- 
ruldugunda, 7nin yerinde olusan matris A A olur. Kisaca (Al) blok matrisi bir (LB) 
matrisine don ginde B = A 1 dir. Bu yolla A A matrisinin bulunmasina 

Gauss Yontemi denir. 



matrisinin varsa, tersini bulunuz. 
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matrisinin varsa, tersini bulunuz. 
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■II FUN I ~ 



\ 3 2 / ^ 3 1 ' \ 3 - 

veriliyor. Bu matrislerden hangileri birbirlerinin tersidir? 



oldugunu dogrulayimz. 



ise, A matrisi nedir? 



A- 1 var mi, varsa hangi 



n Matrislerle Gosteri I i§i 



5. Asagidaki matrislerin terslerini Gauss yontemiyle bulunuz. 
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DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERJNJN 
MATRiSLERLE GOSTERiLi§i 

K^> ^ Verilen bir dogrusal denklem sisteminin matris gosterimiyle yazi- 
I hsini ve cdzumiiniin matris i§lemleriyle nasil yapilabilecegini br- 
' neklerle gormek. 



n bilinmeyen v 


s m tane denklemden olu§an 


a n x 1 + a 12 


x 2 + ... + a ln x n = 6j 


a 21 x 1 + a 22 


x 2 + ... + a 2n x n = b 2 


«ml x l + a ml x 2 + ... + a mn x n = b m 




AX= B 




bi^iminde bir rr 


arris esirligi ile gosterilebilir. Br 
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katsayilar matrisi, 
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X = 


\ Xn I 




bilinmeyenler 


matrisi ve 
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B = 


b 2 







\ b m I 



sabitler matrisi adini alir. Eger dogrusal denklem sistemi homojen sistem ise, ya- 
ni sabitler matrisi B sifir matris ise, verilen dogrusal denklem sisteminin matris 



seklinde olur. Asagidaki ornekleri inceleyiniz. 
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+ 3x 4 



dogrusal denklem sisteminin matris gbsterimini yaziniz. 
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Dogrusal Denklem Sistemlerinin Matris Gosterimiyle 
£dzumlerinin Aranmasi 

Verilen bir dogrusal denklem sisteminin matris gosterimi sistemin cozumiinun 
aranmasmda kolaylik saglar. §6yle ki; matris gosterimi AX = B olan bir dogrusal 
denklem sistemi icin, katsayilar matrisi A ile sabitler matrisi B yi yan yana ya- 
zip elde etl 

(A: B) 



blok matrisine verilen sistemin genisletilmis matrisi denir. Bu genisletilmis, mat- 
ris iizerine uygulanan her ilkel satir isjemiyle elde edilen yeni matris, ba§langicta 
verilen dogrusal denklem sistemine e§deger bir denklem sisteminin geni§letilmi§ 
matrisdir. Baska bir ifadeyle, 04 : B) genisletilmis, matris iizerine uygulanan ilkel 
satir isjemleri verilen sistemin cozumiinu etkilemeyecektir. f unkii (A -. B) iize- 
rindeki ilkel satir iglemleri aslinda verilen dogrusal denklem sistemi i<;in satir is- 
lemleridir. Iste bu kural sistemin cozumiinun aranmasmda uygulanan Gauss yok 
etme yontemi lar. Ornekler- 



rumu 



3xj — x 2 + x 3 = 
dogrusal denklem sistetnini qoziiniiz. 
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Ilk satin ikinci satir tizerinde toplaya- 
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Ucuncu satin -2- ile carpalim. 
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= 1 bulunur. 


Bu cozij 


ay 
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verilen dogrusi 
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enkle 


m sisteminin bir cozumudur. 



LiUJJJ 



- 6xj + 3x 2 = 5 
dogrusal denklem sisteminin cozumunu arastinmz. 



H ^B) = 















isi yazip, 
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r iglemleri uygulayalim: 



1 I ilk satin 3 ile carpip ikinci satir iizerinde 
c I toplayalim. 



Bu blok matris hicbir dogrusal denklem sisteminin genis,letilmi§ matrisi olamaz. 
(Nedenini siz aciklaymiz.) O halde, verilen dogrusal denklem sisteminin bir cozii- 
mii yoktur; bir baska ifade ile sistem tutarsizdir. 



rana 



3xj-x 3 = 14 
dogrusal denklem sistemini coziinuz. 
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ur. O halde, 




ozumii Xj = 3 ve x^ 


= - 5 dir. 































Bu son ornek bize sunu gostermektedir: n bilinmeyenli n tane denklemden 
olusan bir dogrusal denklem sisteminin katsayilar matrisi A nin tersi A A varsa, 
bilinmeyenler matrisi 



Xj + 2x 2 + 2x 3 = 3 
3xj + x 2 = 



nurnu 



dogrusal denklem 


sistemini 


goziiniiz. 
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SI 

HEQEH 



1. Asagidaki dogrusal denklem sistemlerinin m; 

a) x - 2y = - 3 b) x 1 + 2x 3 = 4 

3x + _y = 5 5xj - 3x 2 + x 3 = 2 



c) x a + x 2 + x 3 + x 4 = 



d) 3x : 



- 5x 3 - x 4 = 3 



2. Asagida mat ial denklem sistemlerini yaziniz. 

. / 3 -2 \txA ( -2 \ .J 1 



3 12 
c) 2 1 3 
V 1 1 1 / 






:nklem Sis' 



3. Asagida verilen dogrusal denklem sistemlerinin 

Gauss yontemiyle cozumlerini bulunuz. 

a) 3x 1 - 2x 2 = - 2 b) x Y + x 2 = 

«i + 5^ 2 = 56 x 2 + 



s gosterimlerini yazmiz ve 



k 3x 3 = - 8 
+ 8x, = 1 



dogrusal denklem sister 
lem sistemini coziiniiz. 



i veriliyor. Once A- 1 matrisini bulunuz sonra da denk- 




Cebirin temel teoremini ilk kez kamtlayan ma- 
tematikgidir. Kuramsal ve uygulamah mate- 
matik alanlannda bir 50k konuya onciiliik et- 
mi|tir. 

"Matematik turn bilimlerin kraligesi, sayilar 
kurami ise matematigin kraligesidir. " 

Carl Friedrich GAUSS 
"Evrenin hakimi sayidir. " 



"Daha sonraki devirlerdeki sistematik aritme- 
tigin o/usumu vegelismesinin oldugugibijuz- 
yi/imizdaki (19.) matematigin ozgiin bilimsel 
fikirler sahasinda meydana getirdigi hemen 
hemen her§eyin Gauss He baglantisi vardir. " 
Leopold KRONECKER 

v y 



Kendimizi Sinayahm 

1 . 2x t - 3x 2 + x 5 = 2 

dogrusal denklem sisteminin kat 
lerden hangisidir? 









elemam asagidakilerden hangisidir? 

a. x 

b. K 

C- .V 

d. 2 

3. Asagidakilerden hangisi iici 



i mertebcden bir birim 



/ 1 \ 

10 
I 1 / 



V 1 > 



4.A= ' > "M 

V - 3 4 ) 

asagidakilerden hangisidir? 



Asagidakilerden :en matristir? 



ill) 



6. Asagidaki i 



xislerden hangisi basamak biciminde bir 

5 1 
5 1 
5 



10. A= 2 l - 1 ve 

U 3 4/ 

matrislerinin AS garpim matrisi asagidakilerden ha: 

a. fi-i) b.( o -i ) c .( 1 j 

I 32 / \ -6 32 ' V 32 6 / 



ri icin aralannda toplama i§leminin yapil 
inaU'islc-r asagidakilerden hangisidir? 

a. Ave B 

b. ^veC 

c. Ave D 

d. BveC 

e. Bve D 

8. 7. soruda verilen matrisler ipn ajagidaki mains car- 

a. &4 

b. fiD 

c. CA 

d. ZM 

e. AD 

9. A = (1 4 7 - 3) satir matrisi ile £= ° siitun 



a. (25) 

c. (- 2 28 - 3) 
e. O (sifir matris) 
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Gemsl 


etilmii rr 


d( 


grusal denklem 




a. jcj 


3x 2 




2x y 


3* 2 +7- 




b. Xj 


3.x 2 



2-3 7 : -1 / 
a§agidakilerden hangisidir? 



:. x l - 3x 2 + 2x i - 5 = 
4x 1 - x 2 + 3x } - 2 = 
2xj - 3x 2 + 7.% 3 + 1=0 

I. x 1 - 3x 2 + 2x A + 5x 5 = 

4x 2 - .% 3 + 3^4 + 2x 5 = 

2x : - 3*2 + 7x 3 - x 5 = 

:. X[+ 2x 3 - 5 = 

-3*i + 4x 2 - 3^3 - 2 = 

-x 2 + 7x 3 +1 = 



Biraz Daha DG§Gnelim 287 



Biraz Daha Du§iinelim 

1 . Bir uretici A, B, C, D, E ham maddelerini kullanarak iic 
cegit mal iiretmektedir. Her malm birim uretimi icin ge- 
rekli hammadde miktarlan kg olarak a§agidaki tablo ile 
verilmektedir. 

Hammadde ;e;itleri 



Eger bu uretici 70 adet birinci tur, 80 adet ikinci tiir ve 
110 adet uciincu tiirden mal uretimi sipari§i alirsa, bu 
mallann uretimi icin gerekli ham madde miktarlan nasil 
bir matrisle temsil edilebilir? Aynca hammaddelerin fiyat- 
lan milyon TL/kg olarak, a§agidaki tablo ile verilmi§ ise, 
sipari§ edilen mallar icin gerekli toplam ham madde be- 
deli ne olur? 



